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Contexte

@ Systeme de lois de conservation :
B¢u + Oxf(u) = 0 avec u € R,

muni d’un couple entropie-flux d’entropie (s, g) € R? = ie. systéme hyperbolique.
@ Soit £ € Q une variable aléatoire (paramétre incertain) et Q le support de & :

u(x, t, €).

@ Théoréme de Cameron-Martin (généralisation du théoreme de Weierstrass) : Soit u(¢) € L2(Q)
c’'est-a-dire tel que

[ 16 due < o0
I(E—J

2
5 . ; _ 1 T2 d )
et (¢;); la base des polyndmes d'Hermite et d = e d¢ alors
(¢1)IEN poly wé avon 13

,
[ 16© = 3 wroi(©)due — 0 quand P — 0
i=0

avec
u = [ u©s(ue.
@ Généralisation : Askey scheme (SISC 2002 Xiu, Karniadakis 2002), arbitrary pdf (X.Wan,
Karniadakis 2005 et Witteveen,Bijl 2006),...

@ Pour simplifier, dans ce qui suit : & est une loi uniforme de moyenne 0 sur [—d, d] et w(§) = %

:
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Pourquoi le choix de |I'approche polynomiale ?
Ce:] q pPp poly

G. Poétte - Objectif de I'étude : éviter les méthodes de "Brute Force” (MC, N runs en paralléle...).

- But : Obtenir u(x, £,€) = 3 uilx, 1)91(€) avec u(x,8) = [ ulx, £, )k(E)due.
i=0

) -Intéréts :

Introduction

@ Découplage variables classiques (x, t) et variables incertaines €.

Pb test @ Acces immédiat a tous les moments stochastiques a partir des moments polynomiaux
Systemes (ug,0? = pait ’-’;‘2 <¢,2> skewness et kurtosis... ).

tronqués =

Burgers PN . s s .

numérique @ Acces a la fonction densité de probabilité (pdf) et donc aux quantiles.

Variable @ Acces rapide aux indices de Sobol .

adjointe

- Amont : Choix de & et donc de (¢;)jeny — Pré-traitement.
- Aval : Moments stochastiques, indices de Sobol,...— Post-traitement.
- Phase intermédiaire =propagation d'incertitude=cadre de mes travaux — EDP sur les (u;(x, t))jen-

:
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e Phénomeéne de Gibbs

En pratique : développement tronqué a I'ordre P.

Systéme hyperbolique de lois de conservation = Discontinuités = phénomeéne de Gibbs.
Les résultats peuvent sortir du domaine de validité des équations (densité <0 par exemple)

G. Podtte Exemple : I'équation scalaire de Burgers.
35 T T T T T T T T T 14 T T T T T T T T T
12
Introduction ol
u(1.5,0.09, &)
s uP=5(1.5,0.09, €)
Pb test
Systemes 6
tronqués
Burgers a1
numérique
Variable
adjointe s
ol
Kl 08 06 04 02 0 02 04 08 08 1 e 08 06 04 02 0 02 04 06 08 L
13 1
t=0, x=1.5 t=0.09, x=1.5

5
FiG.: uP=5(1.5,1,¢) = Z u; (1.5, t)¢; (&) et solution analytique u(1.5, t, &) (1000 m, variance=0.2).

— Probleme déja étudié par G. Karniadakis et al. et O. Lemaitre et al.

:
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Probléeme simplifié : Burgers

@ Equation de Burgers déterministe :

2
u
6tu+8X?=0,u€R

@ Résolution numérique (schéma de Roe sur la figure, 1000 mailles) :

12

s | Cl : u(x,0,0)
évolution en temps :

u(x,t,0)
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Equation de Burgers avec incertitude

@ Incertitude sur I'interface (on perturbe sa position : u(x, 0, £) = uU(x —£)).

u(x, 0, £) pour différentes valeurs de &, d=0.2
Moyenne initiale : ug(x, 0)
10 - R
sl ]
sl ]
al ]
2 ]
o . . . . .
o 05 1 1.5 2 25 3

@ Choix simple de I'incertitude == solution analytique accessible.

@ Quelque soit la méthode considérée il faut définir, analyser et résoudre un nouveau systeme décrivant
I"évolution de

U (x, t):/u(x, t, €)6k(€)dwé, VK € {0..P}.

:
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Systeme de lois de conservation tronqué

Systéme de lois de conservation hyperbolique :

B¢u + Oxf(u) = 0ol u(x, t, &) € R".

M~

Variable principale tronquée : u(x, t, £) = uj(x, t)p;(&) et par projection de type Galerkin

i

Il
o

OrU + 0 F(U) = 0

avec
o %o
U= [u dw F(U) = [ f(u) dw.
/ ( op > / ( op )

P
Fermeture du systéme tronqué : | u(x, t, ) = Z ui(x, )i (&) |

i=0

Cela donne un systéme intrusif.
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Résolution numérique de Burgers tronqué

@ Application a Burgers ( <¢,2(> = 1Vk € {0..P}):

P
D e

ug 1 i.j=0
Ot + —0x
up 2

=00ucj = {Pidjdk) -

P
Z uiljcij,p

ij=0
T
—
u(1.5,0.09, &) x=1.5
1 t=0.09
Analytique
1 P=5
P=6
4 . . .
Bl 05 05 1

@ Objectif : contrdler les oscillations.
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La variable adjo

On s’inspire du cadre théorique de Ruggeri-Miiller (Rational Extended Thermodynamics) qui repose
I'utilisation de la variable adjointe :

@ Systeme de lois de conservation hyperbolique quelconque 1D :
Otu + O f(u) =0, u, f(u) € R” avec le couple s, g € R.

@ Définition de la variable adjointe : v = V,s(u) € R” = Bijections v — u(v) et u — v(uv).

inte

sur

—> La variable adjointe devient notre variable principale dans le développement polynomial :

P

v(x, t,€) = > vilx, £)$i(€).

i=0

@ Remarque théorique :
- Transformées polaires (s*, g*) de (s, g) :

@ s™(v) = (u(v), v) — s(u(v)),
@ g"(v) = (f(u(v)), v) — g(u(v)).

qui forme un couple entropie-flux d'entropie pour le systeme adjoint.

- Définition S et S™ pour le systéme tronqué :

S\) = /s(u)dw,

S* (V) = /s*(v)dw.
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Méthode aux moments polynomiaux

=l

P
@ Choix d'une entropie = variable adjointe v = Z vi$; = bijections u(v), v(u).
G. Poétte i=0
Choix de I'entropie = Contréle des oscillations

@ Systeme issu de la méthode aux moments, u(x, t, £) = u(v(x, t, £)) :

P
S u( P vitx, )6i(€)) do(€)w(€)de J f(U( Yo vilx, f)¢>f(£)))¢o(§)W(5)d£
9; + 9y =0

Pb test P ) d P
Systemes Ju(Eizo vilx, )9i(€)) pp()w(€)de J(u( S0 vilx 81(6) ) p()w(§)dg
tronqués
BIIFgF}I:S
'\‘,';:;:;;2"9 @ Comme la fermeture est différente, on obtient un nouveau systéme intrusif.
adjointe @ — U=transformation non linéaire de V = calcul des V" ?

— cadre théorique Ruggeri-Miiller => minimisation de la fonctionnelle (transformée de Legendre de

I'entropie) :

T(V) = = (U, V) + (U(V), V) = S(U(V)).

@ En pratique : Travail important effectué pour la discrétisation et la mise en oeuvre mais non détaillé
dans le cadre de I'exposé.

:
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Résultats numériques

Choix d'une entropie :
s(u) = lﬁl; v(u)=u
s(uy = —In(u—u_) v(u) = _uflu_
s(uy = —In(u—u_)—In(ugx —u) v(u)= 7ﬁ +
Choix de uy et u_ — contrdle du domaine de définition de u(v).

@ Résultats :

up —u

o

.5
.09

o»—-ﬂ,

- x

s(u) = 7Jn(u —u_)

s(u) = &
s(uy= —In(u—u_)
—In(uy — u)
0.8 06 -0.4 0.2 % 02 04 06 08
:
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Convergence en ordre P

Cl smooth : u(x,0,0)
évolution en temps : uf

x,t,0)

12

10

1 15 2 25

x=1.5

log(e
log(e

Verrour_12_NM_800.x"
“erreur_12_nt 800 TTT X ——

12

1 08 08 04 02 0 02 04 06 08 1
13
x=1.5, t=0.085<Tc, P=5
analytique
entropie n° 2
intrusive
x=1.5, t=0.085<Tc p

e = [ (vexlo £, = 3 o, 04(6)

i=0p

e = [ (vexlo £,6) = (3 vilx, 061(6)))

i=0
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Gaz Comp.

Dynamique des gaz compressibles eulérienne

Systéme de la dynamique des gaz compressibles eulérienne : la variable principale est (p, pu, pe)r :

9tp + Ox(pu) =0,
Be(pu) + Ox(pu? + p) =0,
dt(pe) + Ox(pue + pu) = 0.

Difficulté :
- Phénomene de Gibbs.
- Systéme == schéma numérique.

Nouveau changement de variable w = (\/p, \/pu, \/p(e + %))t :

- J'ai montré que ce changement de variable est compatible avec schéma de Roe.

- Propriétés w # propriétés v = (7%, %, 7%)t,

P
Probleme numérique : (1/p)x = /¢k Z pididw.
i=0

=—> Quelques résultats par la méthode utilisant le changement de variable en w.
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Gaz Comp. o7

Dynamique des gaz compressible eulérienne

Tube a choc 1
pP=
t=0,d=0.05
po(x,0)
o2(x, 0)

0016

0014

0012

0.008

0.008

0.004

0.002

Tube a choc 1
P=2

= 45
t=0.5
po(x,0.5) 1
o2(x,0.5) 1

o
0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1
T T T T T 0.0045
Type Sod - 0.004
t=0.14 1 0.0035

a2(x,0.14)

00025
0002
00015
0.001

00005

0
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Dynamique des gaz compressibles eulérienne

F - 4e-05
F Tube  choc 1 1°%* T 1 socs
t=0,d=1.e-6 .
L pOEx,Og - 00001 s S0
L p1(x,0 q R
L Tube a choc 1 | s
r 7 s 5T t=0.5 1
t 1 t ngx, 05; 1 -4e05
r { 6e0s 4 p1(x,0.5
F 6605
B - 4e-05 3F -8e-05
- -0.0001
F 7 2005 2b
r -0.00012
o 1 -0.00014
0 o1 o0z 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 o0z 03 o4 05 06 07 08 09 1
X
T T T T T T T T T 4e-05 1 T T T T T T T T T 2.5e-05
r 7 ase05 09 B
Type Sod r Type Sod A 205
r t=0,d=1.e-6 ; 08| t=0.14
F  3e-05
po(x, 0 po(x,0.14
r p1(x,0 q o7t p1(x,0.14) 15605
F 2.5¢-05
L ] 06l ]
8 - 2005 8 - te0s
L ] 05| ]
t 1 1505
b 4 04 + 5e-06
F q 1e-05
F 03 B
o
£ o se-08 02l 1
. . . . A n n n n o 01 . . . . . . \ n n 5006
o 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08 09 1 0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
x x
:
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Perturbations
vs. Moments
polynomiaux

Parallele Perturbation vs. Moments polynomiaux

Soit S le systéme de lois de conservation initial considéré (Burgers, ddg,...)

@ Meéthode par perturbation :

o T
@ perturbation infinitésimale de u (Taylor) = u(&) ~ Ty + E ot
~ il

@ Injection du développement de u dans S.
@ Identification des coefficients des ('ﬁl)r‘e{o..P} = systeme perturbé i

@ Meéthode aux moments polynomiaux :
P
@ incertitude £ de variance d ((d’fl)iEN sa base associée) = u(§) = u + Z u,-qb',-j({).
i=1
@ —> systéme aux moments §5.
@ i . sk <P N
J'ai montré que d <= 1S V S systeme initial.
lorsque la variance d — 0

= La méthode polynomiale contient la méthode par perturbation (perturbation 1D de
I'écoulement de base).

Ceci étend les résultats de Xiu,Karniadakis 2004

:
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Variable
adjointe ,
08

Perturbations

vs. Moments®® [
polynomiaux s

Méthodes par perturbations vs. moments

r Burgers 1 08 Burgers
t=0,d=1.e-6 t=0.09
po(x,0) (moment) po(x,0.09) (moment)
t po(x, 0) (perturbation)y 06| p0(0,0.09) (perturbation)
L 04l
b o2
L ol
02
0 05 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
x
T T T T 350 T T T T T
b 4 300 [
Burgers Burgers
I t=0,d=1.e-6 ol t=0.09
p1(x,0) (moment) p1(x,0.09) (moment)
p1(x, 0) (perturbation) p1(x,0.09) (perturbation)
L q 200 -
A 150
1 100 |
F B 50 -
o
. . . . 0 . , . . .
o 0.5 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
x x |
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Tube a choc 1 : perturbations vs. moments
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—3.5

DDG
t=0,d=1l.e

g

moment
pert : L+P

=

35

DDG
t=0.5
po(x,0.5
po(x,0.5

moment)
pert : L+P)

s

G. Poétte °| 12
4 4
2r 12
3 3
15 415 2 2
Pb test ‘0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 09 1‘ ‘U 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1‘
Systemes X
tronqués 1600 T T T T T T T T T 1600 T T T T T 150
Burgers
numérique 1400 | 4 1400 11
Variable DDG
adjointe 1200 | t=0,d=1.e-6 1 1200 o 50
p1(x, 0) (moment)
p1(x,0) (pert : L4+P) 0
1000 | 1 1000
Perturbations DDG 1%
vs. Moments®™ [ - 00 t=0.5
.I . plgx 0. 5; Emoment) 1 -100
polynomiaux . | 1 s0 p1(x,0.5) (pert : L+P)
 -150
400 | 400
- -200
200 | - 200 1 250
o 0 500 . . . . , . . . . 300
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 09 1 0 0.1 02 0.3 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
:
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Conclusion

Conclusion

@ Bilan:

- Mise en évidence du fait que les problémes spécifiques a I'UQ (phénomene de Gibbs) sont
"agravés” par les problemes spécifiques a la mécanique des fluides compressibles (chocs).

== ex : éventuelle apparition de densité négative

- Grace a un lien avec la thermodynamique rationnelle (Ruggeri-Miiller) cela montre que les
nouveaux systémes tronqués sont hyperboliques (mathématiquement bien posés) et qu'il est possible
de contrdler le phénomene de Gibbs.

P
= | v(x,t,8) = D vilx, )8 (€)

i=0

- Cela met en évidence un paralléle entre les méthodes de perturbation et les méthodes aux moments
polynomiaux.

== Approche aux moments polynomiaux DO Approche par perturbation

- La nouvelle méthode mise au point est conservative par construction pour tout ordre polynomial
(vérifié jusqu'a P=14).

@ Perspectives :

- 1 seule dimension stochastique mais possibilité de généraliser.

- Méthode permet utilisation de points de quadrature (EOS tabulées...).

- Travail en cours sur la dynamique des gaz compressibles en coordonnées lagrangiennes.
- Travail sur la base polynomiale (pdf £ (£)?).

- Nouvelle fagon d'aborder les perturbations dans le cadre non linéaire ?

- Couplage de modes en méthodes de perturbation ?

:
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